Математика
10. В кофейне встретились 55 индийцев и турок, каждый из которых пил либо чай, либо кофе. Все индийцы говорят правду, когда пьют чай, и обманывают, когда пьют кофе, а все турки наоборот. На вопрос «Вы пьёте кофе?» ответили «да» 44 человека, а на вопрос «Вы турок?» ответили «да» 33 человека. С утверждением «На улице идёт дождь» согласились 26 человек. Сколько турок в кофейне пьют чай?

Ответ: 20. 
20. Функция f(x) задана на множестве действительных чисел и такова, что при всех действительных x(1, x(0 выполняется равенство 
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. Найдите f(–2).
Ответ: –0,5

30. Лист клетчатой бумаги имеет размер 2018х2018 клеток. Каждая клетка листа закрашена в один из 8 цветов, при этом все цвета использованы (то есть для каждого из 8 цветов есть хотя бы 1 клетка, закрашенная в этот цвет). Два цвета A и B называются дружными, если на листе найдутся две клетки, имеющие общую сторону, одна из которых закрашена в цвет A, а другая – в цвет B. Каково наименьшее возможное число пар дружных цветов?
Ответ: 7.
Решение. Возьмем произвольную клетку и обозначим её цвет 1. Поскольку не все клетки закрашены в цвет 1, хотя бы для одной из клеток цвета 1 найдется соседняя, закрашенная в другой цвет. Обозначим этот цвет 2, тогда пара цветов (1,2) является дружной. Поскольку не все клетки закрашены в цвета 1 и 2, хотя бы для одной из клеток этих цветов найдется соседняя, закрашенная в другой цвет. Обозначим этот цвет 3, тогда пара цветов (1,3) или (2,3) является дружной (или обе эти пары). Рассуждая аналогично, найдём хотя бы одну дружную пару для каждого из цветов 4, 5, 6, 7 и 8. Таким образом, у нас получится минимум 7 дружных пар.
Докажем, что 7 дружных пар возможны. Для этого раскрасим в первой строке листа клетку 1 в цвет 2, клетку 3 в цвет 3, клетку 5 в цвет 4, клетку 7 в цвет 5, клетку 9 в цвет 6, клетку 11 в цвет 7, клетку 13 в цвет 8, а все остальные клетки листа – в цвет 1. Очевидно, что дружными будут только пары (1,2), (1,3), …, (1,8) – всего 7 пар.

40. Параллелограмм со сторонами 1 и 3 повернули на 900 вокруг точки пересечения диагоналей. Докажите, что площадь общей части исходного и повёрнутого параллелограммов не больше трети площади исходного параллелограмма.
Решение. Пусть был дан параллелограмм ABCD, AB=CD=1, BC=AD=3. Проведем высоту BH и обозначим ее длину за h. Отметим, что площадь исходного параллелограмма SABCD = 3h. Проведем прямые вдоль длинных сторон параллелограмма. Получим «полосу» шириной h, внутри которой целиком лежит исходный параллелограмм. После поворота выполним аналогичные действия. На пересечении «полос» получим квадрат со стороной h. Очевидно, что общая часть исходного и повернутого параллелограмма целиком лежит в этом квадрате, поэтому ее площадь (h2. Также заметим, что h(1, так как в прямоугольном треугольнике ABH катет BH не больше гипотенузы AB=1. Таким образом, площадь общей части параллелограммов ( h2 ( h = 1/3 SABCD. 
50. В прямоугольном треугольнике с целочисленными длинами сторон площадь численно равна периметру. Найдите длины сторон треугольника. Укажите все возможные варианты и докажите, что других быть не может.
Ответ: 6, 8, 10 и 5, 12, 13.

Идея решения. Обозначим длины сторон a, b, c (c – гипотенуза). Тогда, согласно условию, 1/2ab = a + b + c. Кроме того, как известно, c2=a2+b2. Выражаем c из первого уравнения и подставляем во второе, получим a2b2–4ab(a+b)+4a2+4b2+8ab=4a2+4b2, откуда ab=4a+4b–8,
a(b–4)=4(b–2) и 
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. Учитывая, что число a должно быть целым, получаем, что (b – 4) равно (8, (4, (2 или (1. Часть значений не подходит (a или b получаются неположительными), остальные дают два набора длин, указанных в ответе.
60. Ваня записал несколько простых чисел, использовав ровно по одному разу все цифры от 1 до 9, а затем сложил записанные простые числа. Какая наименьшая сумма у него могла получиться?
Ответ: 207.

Идея решения. Сумму 207 дают, например, такие простые числа: 2 + 3 + 5 + 41 + 67 + 89 (также возможны числа 2 + 3 + 5 + 47 + 61 + 89 и 2 + 5 + 7 + 43 + 61 + 89). Докажем, что меньше 207 сумма быть не может. Цифры 4, 6, 8 не могут стоять в разряде единиц, так как такие числа будут не простыми (будут делиться на 2), значит, эти числа стоят как минимум в разряде десятков. Остальные числа присутствуют хотя бы в разряде единиц. Итого, любая сумма не меньше, чем 40 + 60 + 80 + 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 9 = 207.
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